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1. Formulace problému

Dve télesa o hmotnostech m = 1kg se nachdzeji ve vzdalenosti a = 1km od
sebe ve volném prostoru a gravitaéné na sebe ptisobi. Za jak dlouho se srazi? Jakou
rychlosti se srazi? Jak vypada pribéh pohybu? Za jak dlouho se zkrati vzdalenost
mezi télesy na polovinu?

2. Reseni (analyza, teorie, numerika)

Analyza problému

Obe télesa se vzdjemné gravitacné pritahuji a nakonec se srazi ve spole¢ném
tézisti. Rychlost srazky bude zdviset na rozmeéru téles, pii malych rozmeérech ob-
jektt poroste teoreticky do nekone¢na, coz bude urcité délat problémy pii numer-
ickém i analytickém feseni. Pohyb probiha po spojnici obou téles, t&zisté soustavy
téles lezi uprostied mezi obéma télesy. Zavedeme soufadnou soustavu tézistém
soustavy téles, diky symetrii problému je pohyb jednoho télesa x (t) a druhého

—z (t), kde z (t) je popséno Newtonovou pohybovou rovnici
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nebot’ aktualnf vzdslenost obou téles je 2z. Pocdtecni podminky jsou z (0) = 1a a
% (0) = 0. Pokud zavedeme radgji vzddlenost mezi télesy r = 2z, nabude rovnice

pro 7 (t) tvaru
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a pocdtecni podminky budou r (0) = a a @ (0) = 0. Musime tedy vyfesit na prvni
pohled zddnlivé jednoduchou diferencidlni rovnici (1). Analytické feseni rovnice (1)
je, jak uvidime dale, docela komplikované, rovnice (1) je ale vhodnd k numerické
integraci.

Kvalitativni odhad

Pohyb je zpocatku velmi pomaly a zabere tedy nejvétsi ¢dst z doby padu, prvni
odhad doby padu dostaneme z predpokladu stdlého zrychleni



odtud je doba padu
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Pohyb se ve skutecnosti urychluje, jak roste pritazliva sila vlivem pfiblizovani téles,
muzeme proto ocekdvat skutecnou dobu padu kratsi 7' < 123 let.
Odhadneme jeste rychlost srazky pomoci zékona zachovédni energie
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Predpoklddejme sféricky tvar téles o poloméru rg, ze zdkona zachovani energie (2)
vyjde rychlost srazky vy
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nebot’ rozmer téles je mnohem mensf nez pocdtecni vzddlenost téles. Pokud budou
obe télesa naptiklad z oceli o hustote p ~ 7800 kg / m?, bude jejich polomér roven
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Pro rychlost srédzky ocelovych kouli tak méme odhad
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Vidime, Ze termin srazka tu asi neni tak docela na misté pii rychlosti setkdni v
Fddu desitek mikrometrii za sekundu.

Numerické feseni
Pro numerické feseni je vhodné rovnici pireskdlovat do bezrozmeérnych veli¢in
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je nas prvni odhad doby pddu. Pfi zméné zaddni nemusime fesit celou numeriku
znova, ale staéf upravit a a Ty. Z pohybové rovnice (1) tak dostaneme bezrozmérnou
diferencidlni rovnici



spolu s po¢dtetnimi podminkami p (0) =1 a p(0) = 0.
Elementarni numerické feseni (explicitni Eulerova metoda) spocivé v rozdélent
integracniho ¢asu 7 na drobné dily A7 a v postupném vypoctu rychlosti v,41 a
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¢ase Tp. Z definice rychlosti mame prvni potfebnou rovnici

Prnt1 = Pn T v AT (3)
a z pohybového zdkona druhou

2
Upt1 = Up + @ AT = v, — < AT. (4)
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Protoze zndme pocdtecni hodnoty py = 1 a vop = 0, miizeme pomoci iterac¢nich
vzorci (3) a (4) vypocist p; a vy, z nich p, a vy atd. Vypocet musime zastavit pii
dosazeni p = 0. Jako dobry test pfesnosti vypoctu slouzi zdkon zachovéni energie,
kterd je ddna predpisem
1 2
E=-v?—=.
2 T
Pii dostatecné presném vypoctu by se hodnota FE, numericky vypoctené energie
soustavy neméla piilis lisit od teoretické hodnoty F = —2.
Numerické vysledky pro krok A7 = 0.01 a srovnani{ s pfesnym feSenim vpravo
uvadi tabulka.

t r_num v_num E_num r v E

0 1.0000 0 -2.0000 1.0000 0 -2.0000
0.0500 0.9970 -0.1002 -2.0010 0.9975 -0.1002 -2.0000
0.1000 0.9890 -0.2013 -2.0021 0.9900 -0.2013 -2.0000
0.1500 0.9758 -0.3046 -2.0032 0.9773 -0.3046 -2.0000
0.2000 0.9574 -0.4111 -2.0045 0.9595 -0.4112 -2.0000
0.2500 0.9335 -0.5223 -2.0060 0.9361 -0.5224 -2.0000
0.3000 0.9039 -0.6400 -2.0078 0.9071 -0.6400 -2.0000
0.3500 0.8682 -0.7662 -2.0102 0.8720 -0.7663 -2.0000
0.4000 0.8258 -0.9042 -2.0132 0.8303 -0.9042 -2.0000
0.4500 0.7760 -1.0580 -2.0175 0.7813 -1.0581 -2.0000
0.5000 0.7179 -1.2344 -2.0239 0.7241 -1.2346 -2.0000
0.5500 0.6501 -1.4439 -2.0341 0.6573 -1.4441 -2.0000
0.6000 0.5703 -1.7057 -2.0522 0.5788 -1.7061 -2.0000
0.6500 0.4749 -2.0595 -2.0906 0.4852 -2.0602 -2.0000
0.7000 0.3566 -2.6102 -2.2020 0.3696 -2.6118 -2.0000
0.7500 0.1949 -3.8228 -2.9566 0.2140 -3.8330 -2.0000
0.7800 0.0266 -7.2569 -48.9149 0.0632 -7.7010 -2.0000



Z tabulky vidime, Ze bezrozmérna doba padu je 7¢ ~ 0. 78, odtud médme skutec-
nou dobu padu tg = ToTo = 123 % 0.78 ~ 96 let. Pokud zkratime krok (a prod-
louzime vypocet) stokrdt, bude Ar = 0.0001 a doba paddu 79 = 0.7853. Jak
ukdzeme dale, pfesné analytické feseni je 79 = 7/4 =~ 0.7854, tedy numerickd
metoda dévd spravny vysledek na 4 platnd mista.

Numerické vysledky pro krok A7 = 0.0001 a srovnédn{ s piesnym feSenim vpravo
uvadi tabulka.

t r_num v_num E_num r v E

0 1.0000 0 -2.0000 1.0000 0 -2.0000
0.0500 0.9975 -0.1002 -2.0000 0.9975 -0.1002 -2.0000
0.1000 0.9900 -0.2013 -2.0000 0.9900 -0.2013 -2.0000
0.1500 0.9773 -0.3046 -2.0000 0.9773 -0.3046 -2.0000
0.2000 0.9594 -0.4112 -2.0000 0.9595 -0.4112 -2.0000
0.2500 0.9361 -0.5224 -2.0001 0.9361 -0.5224 -2.0000
0.3000 0.9071 -0.6400 -2.0001 0.9071 -0.6400 -2.0000
0.3500 0.8719 -0.7663 -2.0001 0.8720 -0.7663 -2.0000
0.4000 0.8302 -0.9042 -2.0001 0.8303 -0.9042 -2.0000
0.4500 0.7812 -1.05681 -2.0002 0.7813 -1.0581 -2.0000
0.5000 0.7240 -1.2346 -2.0002 0.7241 -1.2346 -2.0000
0.5500 0.6572 -1.4441 -2.0003 0.6573 -1.4441 -2.0000
0.6000 0.5787 -1.7061 -2.0005 0.5788 -1.7061 -2.0000
0.6500 0.4851 -2.0602 -2.0009 0.4852 -2.0602 -2.0000
0.7000 0.3695 -2.6118 -2.0019 0.3696 -2.6118 -2.0000
0.7500 0.2138 -3.8330 -2.0084 0.2140 -3.8330 -2.0000
0.7853 0.0029 -29.3786 -250.2074 0.0044 -30.0080 -2.0000

Analytické feseni
Pro analytické feseni je vhodnéjsi zacit rovnou se zékonem zachovani energie
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resp. po transformaci x — r = 2x
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Odtud méme diferencidlni rovnici prvniho fadu
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kde jsme zvolili znaménko minus s ohledem na skutecnost, ze vzdélenost r obou

téles s ¢asem t klesd. Separaci proménnych dostaneme rovnici
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« Va—r a

Integrél vlevo vyfesime napiiklad substituci r = a cos? u, tak dostaneme

r po arccos \/E )
— dr = 2a cos® u du.
a a—r 0

Integral vpravo jiz snadno vypocteme, kdyz si uvédomime goniometrickou identitu

1
cos?u = 3 (1 + cos2u),
integrace pak dava
1 1
/coszudu =3 cosusinu + 2

takze vysledek nagi integrace zni
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Odtud mame analytické feseni r () ve tvaru implicitni funkce
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a pro exaktni dobu pddu do srdzky r = 0 odtud méme vysledek

m2a3 7210003
— ~ 96.432 let.
\/4nm \/16f£m \/16*6.67><10—11 96.432 let

Doba padu do poloviéni vzddlenosti r = %a je
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t = = to ~ 0.81831tp ~ 78.911 let
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3. Z&avér

Sestavili jsme pohybové rovnice a zdkon zachovani pro padajici télesa. Vypocetli
jsme pribeéh pddu numericky pomoci Eulerovy metody s krokem 0.01 a 0.0001 a
ukdzali, ze pfesnost numerickych vysledki se se zmensujicim se krokem AT zlepsuje.
7 piipojenych vysledkii je také vidét, ze chyba Eulerovy integra¢ni metody na



kazdém kroku je fadu A7? a kumulovand chyba vypoctenych dat roste zhruba jako
TAT. Vypocetli jsme pribeh padu také analyticky.

Obéma metodami ndm vyslo, ze pad téles trva zhruba 96 let, z toho prvni
polovina pddu trvd asi 79 let. Z rozmérové analyzy je patrné, ze pokud bychom
zménili hmotnosti m téles nebo jejich poc¢étecni vzdalenost a, doba padu ¢y poroste
umeérné veli¢ing 4/a®/m. Proto napiiklad, kdyby byla poc¢atetni vzdélenost téles
a = 1m, srazi se jiz za 10003/2 krat kratsi dobu, tj. zhruba za 27 hodin. Déle jsme
ukdzali, ze rychlost srazky téles je velmi mald, typicky v fddu desitek mikrometri
za sekundu.

Numericky vypocet by bylo mozno provést pohodlngji a presnéji také pomoct
specidlnich zabudovanych funkci MATLABu (napf. pomoci integra¢ni procedury
ode45).

Kone¢ng, presnou dobu padu, tj. vzorec (5), je mozno nalézt elementdarné také
pomoci 3. Keplerova zdkona [1]

a®  k(my+ms)

T2 ~ 472

Protoze trajektorii pddu kazdého z téles lze chapat jako nekonecéné tzkou elipsu,
dosadime do Keplerova zdkona za m; = ms — m, za poloosu a relativniho pohybu
polovinu nasi pocdtecni vzdélenosti téles, tedy a — %a a za periodu pohybu T

dvojnésobek nasi doby péddu, tedy T — 2t.
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Zdrojovy kod programu pro MATLAB

% srazka dvou teles - vzorovy projekt do MF

dt=0.01; % krok
r=1;v=0;t=0; % pocatecni podminky

t_vek=t;
r_vek=r;
v_vek=v;

while r>0 % integracni smycka

t=t+dt;

a=-2/r"2;

v=v+axdt; % modifikovana Eulerova metoda



r=r+vdt; % spravne maji byt radky pro v a r prohozeny
t_vek=[t_vek;t];

v_vek=[v_vek;v];

r_vek=[r_vek;r];

end

t_vek(end)=[]; % vymazat posledni udaje
v_vek(end)=[];

r_vek(end)=[];

doba_padu=t_vek(end)

figure(1) ;plot(t_vek,r_vek);title(’r(t)’)
figure(2);plot(t_vek,v_vek."2/2-2./r_vek);title(’Zakon zachovani energie’)




